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Tiivistelma: Tassa tyossé esitellddn luonnollisen padttelyn todistukset laajaan kokoel-
maan tunnetuista propositiologiikan paattelysdannoistd, kuten de Morganin lait, seka
algebrallisista lainalaisuuksista, kuten vaihdannaisuudet ja liitdnnaisyydet.

Ty6 alkaa johdannolla, jossa méaritelldan todistusten ymmartdamiseen tarvittavat pro-
positiologiikan konnektiivit eli operaattorit, joiden avulla muodostetaan lauseita yhdessa
muuttujien kanssa. Maarittelystd edetddn luonnollisen logiikan paéttelysadntoihin, joi-
hin varsinainen tyo perustuu. Kullekin konnektiiville listataan ja selitetdén tuonti- ja
eliminointisddnnot, jotka johdannon lopussa kootaan yhteen.

Johdannon jélkeen varsinainen tyo koostuu kappaleista, joihin on koottu sellaisia lo-
giikan péattelysdantdja ja niiden todistuksia, jotka eivit ole itsessdén osa luonnollista
paattelyd. Esimerkiksi modus ponens on osa luonnollista péaéttelyd (implikaation elimi-
nointisdantd), mutta modus tollens ei ole. Péaattelysdénnot ovat kirjallisuudesta koot-
tuja tunnettuja logiikan lainalaisuuksia. Ensimmaéiset paittelysadnnot padasiassa vain
selventavit varsinaisia paéttelysadntojéa. Téamén jalkeen edetddn implikaatiosddnnoiksi
kutsuttuun ryhméén, joka sisaltdéd n.s. modus-sadnnot. Kukin sdanto todistetaan erik-
seen luonnollisen péadttelyn paéttelypuulla. Seuraavaksi kdydadn n.s. dilemma-sdannot
seké resoluutio.

Monimutkaisimmat todistukset 16ytyvat kappaleesta, joka késittelee yksinomaan
de Morganin sdéntojé. Sadnnot todistetaan kaksisuuntaisesti seké lisiksi muunnetussa
muodossa, jossa yksi negaatioista on siirretty paittelyn toiselle puolelle, jolloin paittelyn
toinen paatepiste on paljas konjunktio tai disjunktio.

Tyon seuraavat kappaleet késittelevit loogisten konnektiivien algebrallisia lainalai-
suuksia kuten vaihdannaisuutta ja liitdnnéisyytta. Osa ndistd lainalaisuuksista johtaisi
lukukelvottoman pitkiin luonnollisen paédttelyn paattelypuutodistuksiin, joten néissa ta-
pauksissa todistamiseen on kaytetty totuustaulua luonnollisen paéttelyn sijasta. Lopuksi
tyo kéy lapi muutaman tunnetun tautologiasdénnon, kuten kielletyn kolmannen lain seké
kielletyn ristiriidan lain.

Tyon liitteissd kootaan algebralliset lainalaisuudet yhteen tiiviiksi taulukoksi mah-
dollista viitekdyttoa varten. Lisdksi kootaan taulukoksi useita kirjallisuudessa esiintyvia
vaihtoehtoisia merkintdtapoja loogisille konnektiiveille.
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1. Johdanto

1.1. Propositiologiikka
Muuttujat ja konnektiivit

Propositiologiikka on matematiikan osahaara, joka kisittelee totuusarvoja.! Proposi-
tio, vaittamaé, on matemaattinen lauseke, joka koostuu muuttujista sekéd konnektiiveista.
Muuttujia voidaan merkitd kirjainsymboleilla, esim. p tai A tai xg. Ne edustavat jota-
kin tietoa, joka voi olla tosi tai epétosi.[RK13, s.2] Konnektiivit vastaavat matemaatti-
sia operaatioita, mutta lukuarvojen sijaan ne toimivat néilla totuusarvoilla. Tarkeimpia
konnektiiveja ovat implikaatio, konjunktio, disjunktio, negaatio ja ekvivalenssi.? Pai-
konnektiivi tarkoittaa lausekkeen ulointa konnektiivia, sité, joka matemaattisessa lasku-
toimituksessa suoritettaisiin viimeisend. Esimerkiksi lausekkeessa A A B padkonnektiivi
on A, silld se on ainoa konnektiivi lausekkeessa. Lauseessa C' v (A A B) paakonnektiivi
sen sijaan on v, silld A on sulkujen takia laskujarjestyksessd konnektiivia v edella.

Implikaatio

Loogisen paattelyn ehké tarkein tyokalu on implikaatio. Implikaatio on vaittdma, jonka
mukaan vasemmanpuoleisesta vaittdmastd seuraa oikeanpuoleinen.

Implikaatiota merkitdan p — ¢, ja se voidaan lukea niin: ”"jos p [on tosi], niin ¢ [on
tosi]”. Tama ei tarkoita, ettd p ja ¢ olisivat yhdenpitéviat. Mikéli p — ¢, niin aina silloin
kun p on tosi, ¢ on varmasti myo6s tosi, mutta kddnteinen ei valttaméattéd pida paikkaansa.

Muista konnektiiveista poiketen vain vasenta vaittdméaa kutsutaan premissiksi. Oi-
keanpuoleista vaittdméad kutsutaan johtopéaatokseksi tai seuraukseksi.

Implikaation toimintaa voidaan havainnollistaa esimerkilla: ”jos pihalla on murtova-
ras, koira haukkuu”. On mahdotonta, ettei koira haukkuisi, jos pihalla on murtovaras.
Mutta jos pihalla ei ole murtovarasta, haukkuuko koira? Koira saattaa silloinkin hauk-
kua. Koirat ovat omapaisida. Koiran haukkumisesta ei voi paétella, etta pihalla olisi mur-
tovaras. Tiedetddn vain, ettd jos pihalla on murtovaras, koira varmasti haukkuu. Jos
koira on hiljaa, pihalla ei ole murtovarasta.

Konjunktio

Konjunktio on véittdmaé, jonka mukaan kaksi premissid ovat samanaikaisesti tosia. Kon-
junktiota merkitddn p A ¢, ja se voidaan lukea néin: ”p ja g [ovat samanaikaisesti tosial”.
Viite on tosi ainoastaan, mikéli sekd p ja ¢ ovat tosia. Viite on epétosi, mikali kumpi
tahansa premisseistd on epétosia.

! Propositiologiikka ja Boolen algebra ovat kaksi eri nikokulmaa lihes samaan asiaan. Siing missé Boo-
len algebra keskittyy lahinné algebralliseen totuuslauseiden késittelyyn, propositiologiikka keskittyy
sithen, mité johtopdatoksid totuuslauseista voidaan tehda.

*Muita eri yhteyksissid tunnettuja konnektiiveja[SV92, s.34] ovat Shefferin viiva, Peircen nuoli ja
eksklusiviinen disjunktio. Koska logiikka kattaa monta eri tieteenalaa tietojenkésittelytieteesté fi-
losofiaan, rinnakkaisia merkintdtapojakin on monia.[SV92, s.155] Niitd on taulukoitu tutkielman lii-
teessa.



Disjunktio

Disjunktio on vaittdmaé, jonka mukaan ainakin yksi premisseistd on tosi. Disjunktiota
merkitddn p v ¢, ja se voidaan lukea nain: ”p tai g [on tosi|”. Véite on tosi, jos yksikin
premisseista p ja ¢ on tosi. Viite on epétosi ainoastaan, mikéli kumpikin premisseista
on epatosi.

Negaatio

Negaatio on vaittdma, jonka mukaan premissi on epétosi. Negaatiota merkitddn —p, ja
se voidaan lukea nédin: ”ei p”, tai ”"p on epétosi”. Viite on tosi, mikéli p on epétosi, ja
epatosi mikéli p on tosi.

Ekvivalenssi

Ekvivalenssi on vaittdma, jonka mukaan kaksi premissia ovat yhdenpitavida. Ekvivalens-
sia merkitdan p < ¢, ja se voidaan lukea néin: ”jos ja wain jos p [on tosi], niin ¢ [on
tosi]”. T&lla on se erotus implikaatioon, ettd mikéli kumpi tahansa muuttuja tiedetdan
todeksi, tiedetdan ettd toinenkin on totta, riippumatta siitd kumpi muuttuja oli en-
simmaiseksi paitelty. Vastaavasti mikéli yksi muuttuja tiedetdédn epétodeksi, toisenkin
on oltava epétosi. Ekvivalenssin toinen nimitys kaksoiskonditionaali tai bikonditionaali
viittaakin ekvivalenssin suhteeseen implikaatioon: véite p < ¢ on yhdenpitdvé viitteen
(p — q) A (¢ — p) kanssa. Tamé tarkoittaa, etté ekvivalenssi voidaan myos lukea kahtena
implikaationa: ”Jos p, niin ¢, ja jos ¢, niin p.”[RK13, s.26]

Metakonnektiivit

Tassé tutkielmassa kdytetddn myos symbolia <>, joka muistuttaa ekvivalenssin symbolia,
mutta ei ole propositiosymboli. Merkintd A < B tarkoittaa, ettd propositiot A ja B ovat
keskendédn identtisid. Se siis tarkoittaa, ettd kummasta tahansa lausekkeesta voidaan
johtaa toinen.

Merkintd A + B tarkoittaa, ettd premissistd tai premissijoukosta A voidaan johtaa
B. Premissijoukko voi olla my6s tyhja: Merkintd — C' tarkoittaa, ettd on mahdollista
paatelld lausekkeen C olevan ehdottomasti totta ilman mitdén lahtotietoja.

Merkintd p = ¢ ilmaisee tilannetta, jossa nididen kahden muuttujan arvot ovat samat
(eli p <> ¢ on tosi). Se ei tarkoita, ettd p < ¢, silld véitteet p ja ¢ eivit ole keskendén
identtisié.

1.2. Luonnollinen paattely

Luonnollinen paattely perustuu muutamaan yksinkertaiseen sdantoon, jotka jakautuvat
kahteen kategoriaan: tuonnit ja eliminaatiot. Kullekin konnektiiville on olemassa yksi
tai useampi tuontisddnto seka yksi tai useampi eliminaatiosdanto.

o Konnektiivin ® tuonti tarkoittaa, ettd paattelyista seuraa tuloksena lauseke, jonka
padkonnektiivina on .



e Konnektiivin ® eliminointi tarkoittaa, ettd jonkin paattelyketjun kautta voidaan
luopua lausekkeesta, jonka padkonnektiivi on ®, ja saada tilalle jotain muuta.

Péattelyitd kuvataan seuraavan kaavan mukaisilla kaavioilla:

operaatioon johtaneet tiedot

- — tehty operaatio .
johtopaatokset

Tehtyjé operaatioita merkitdédn kirjainsymbolilla E, jos kyseessd on eliminaatio, ja kir-
jainsymbolilla I, jos kyseessd on tuonti (introduction). Tuonnissa viivan alla on lauseke,
jonka padkonnektiivi on tuotu konnektiivi, ja eliminoinnissa téllainen lauseke on vii-
van yldpuolella ensimmaéisené. Operaatioon johtaneet tiedot voivat olla myos vastaavia
kaavioita, joten kaavioista muodostuukin yleensé erdédnlainen rekursiivinen puurakenne,
joka kuvaa paattelyketjua kaikkine haaroineen.

Implikaation saannot

Implikaation tuontisdantd on verrattain yksinkertainen. Mikéli tilapéaisesti olettamalla
jokin vaittdma A todeksi voidaan paatelld, etta talloin vaittdméan B on oltava tosi, talloin
todistetusti A — B. Luonnollisessa paattelyssa tallaista tilapaista oletusta merkitdéan ha-
kasuluilla. Se esitetdén alla kuvatun kaavion mukaisesti. Katkopistejana tarkoittaa, ettéa
tiedosta A on onnistuttu padtteleméén tieto B jollakin péddttelyketjulla. Se kuvastaa siis
jotain sellaista puurakenteena esitettyd paédttelyketjua, jossa esiintyy A ja joka paédttyy
johtopaatokseen B. [SV92, s.49]

[A]1

B

— > 11
A—B

Tilapéinen oletus tarkoittaa, ettd kyseinen oletus on tehty vain tdtd nimenomaista
pédttelyd varten. Paittelyn aikana toimitaan, kuin A tiedettéaisiin todeksi. Kun péaéttely
on suoritettu, sen jilkeen oletukseen ei endi voi viitata, vaan se hylitaan.? Kirjan pita-
miseksi siitéd, mita tarkoitusperédéd varten tilapédinen oletus on tehty ja misté alaspéain se ei
enda ole voimassa, merkitddn tuontisddnnon perddn oletuksen jarjestysnumero pilkulla
erotettuna.

Implikaation eliminaatio perustuu tunnettuun loogiseen periaatteeseen nimeltad modus
ponens, joskus modus ponendo ponens[Lem92, s.61], joka voidaan ilmaista muodossa
{A — B, A}  B. Se tarkoittaa, ettd mikéli l&htotietoina on, ettd A — B ja A on tosi,
talloin voidaan paatelld, ettd B on tosi. Implikaatio voidaan siis korvata lausekkeella B,
ja se kuvataan luonnollisessa paittelyssa seuraavasti:

A—> B A
B
3 Joskus oletus saattaa my6s tulla todistetuksi toteen, jolloin oletettua lauseketta voi kdyttés saannosté
alaspéin varsinaisena lausekkeena oletuksen sijaan. Néin kéy toisinaan mm. disjunktion eliminoinnis-
sa, kts. esim. disjunktion idempotenssi (s. 19) ja disjunktion eliminoinnin korollaari (s. 8).

—-E .




Konjunktion sdaannot

Konjunktion tuonti perustuu paéttelyyn {A, B} - A A B, joka voidaan lukea, ettd mikéli
vaittamat A ja B on voitu molemmat osoittaa tosiksi (tai ne tilapéisesti oletetaan tosiksi
jonkin péattelyketjussa alapuolella olevan sdannon toimesta), talloin voidaan muodostaa
propositio A A B. Se ilmaistaan luonnollisessa paéttelyssd seuraavasti:

A B
AnB
Konjunktion eliminaatio, A A B  {A, B}, taas perustuu siihen, ettd mikéli tiedetdan
todeksi vaittami A A B, talloin tiedetdén, ettd sekd A ettd B ovat tosia. Konjunktio
voidaan siis korvata kummalla tahansa noista. Eliminointisdéntoja on siis kaksi.[SV92,
$.49] Joissakin materiaaleissa saannot eritelliédn numeroilla (AEj, AEg). Téssd tutkiel-
massa taté erittelyd ei tehdé, vaan merkintdd AE kidytetddn riippumatta siitd, kumpi
haara on poimittu. Nama kaksi padttelyd on esitetty alla.

AAB B AAB
A B

Al

AE

Disjunktion sdaannot

Disjunktion tuonti, A -+ {A v B, B v A}, perustuu siihen, ettd mikéli tiedetédén, etté
vaittdméa A on tosi, silloin patee minké tahansa mielivaltaisen vdittdméan B suhteen, etté
Av B on tosi. Tuontisddnt6ja on kaksi: kumman tahansa haaran voi tuoda uutena.[SV92,
5.49] Ne esitetdédn seuraavasti:
A B
Av B Vi Av B

Disjunktion eliminaatio on vaikeampi. Vaittdméastd A v B ei voida suoraan paétel-
14, ettd sen enempédd A kuin B olisi totta. Mutta mikéli véliaikaisesti oletetaan, ettd A
on totta, ja tédstd onnistutaan paitteleméain jotain, ja sama johtopaitos voidaan riippu-
mattomasti johtaa olettamalla, ettd B olisi totta, silloin disjunktio voidaan korvata t&lla
johtopaatokselld. Toisinsanoen:

{AvB,A—C,B—C}+ C.

vl .

Kuvitteellinen esimerkki: Tiedetaan, ettda Matti tai Minna on leiponut, mutta ei tiede-
td kumpi vai ovatko molemmat. Mikali kuitenkin tiedetédan, ettd jos Matti olisi leiponut,
keittio kaipaa siivoamista, ja toisaalta mikali Minna on leiponut, keittit silloinkin kaipaa
siivoamista, silloin tiedetdén, ettd keittié varmasti kaipaa siivoamista. Emme edelleen-
kéaan tieda, kuka leipoi, mutta olemme saaneet muodostettua uutta tietoa: Keittit kaipaa
siivoamista. Kumpaakaan oletuksista ei saa kayttad enda johtopadtoksen jéalkeen: téata
paattelyd varten tehdyt tilapéiset oletukset hylataan. [SV92, s.51] Luonnollinen paattely
on siis seuraavanlainen:




Negaation sadannot

Negaatiolla on yksi tuontisaanto, jota kutsutaan kahdella eri nimellé riippuen tilanteesta.
Ensimmaéinen niista on ehké helpompi ymmartaa. Se perustuu siihen, ettéd mikéli jostakin
oletuksesta voidaan johtaa ristiriita, tdlloin oletuksen on oltava virheellinen. Tiiviimmin
ilmaistuna: A — (B A —=B) I —A. Sééntod kutsutaan nimelld reductio ad absurdum.

Ristiriita tunnistetaan siitd, ettd jokin asia on samanaikaisesti tosi ja epétosi. Kon-
struktiviisessa logiikassa[SV92, s.146] ristiriidan voi merkitd lyhyemmin esim. F tai L,
mutta téssd tutkielmassa kéytetddn Helsingin yliopiston kurssien mukaista klassisen lo-
giikan padttelyd, jossa ristiriita pitdé aina merkitéd eksplisiittisesti konjunktiolla?, esim.
p A —p. Péattely nayttad siis talta:

[A]1

B A—-B
—A

Toinen versio negaation tuontisddnnostd on nimeltddn ez falso quodlibet tai ex contra-
dictione sequitur quodlibet, mutta sitd kutsutaan yleisemmin réjahdyksen periaatteeksi:
Ristiriitaisesta tilanteesta voi johtaa minké tahansa pédtelmén. Luonnollisen péattelyn
tiukat sdannot klassisessa logiikassa edellyttavat kuitenkin, ettd negaation tuonti voi
ainoastaan tuoda negaation. Se tarkoittaa, ettd mahdottomassa tilanteessa jonkin on
pakko olla valhetta, eli A A —A + —B. Johtopadtoksen padkonnektiivin pitdé siis olla
negaatio. Paattely nayttaa siis talta:

-1, 1

An—A

-1 .
-B

Myo6s kaksoisnegaatio kelpaa péatelméaksi; usein todistuksessa ndkeekin perédkkiisia
—I...—E -yhdistelmié, joilla vain kierretédn titi klassisen logiikan rajoitusta®.

Negaatiolla on vain yksi eliminaatiosdanto: ——P P, eli mikali tiedetaédn, ettd on
epéatosi, etta p olisi epétosi, talloin p on tosi. Tatd kutsutaan kaksoisnegaation eliminoin-
niksi, ja se on esitetty alla.

—~—P
P

—E

Ekvivalenssin saannot

Ekvivalenssilla on yksi tuontisdéanto, joka muistuttaa konnektiivin toisesta nimestéa kak-
soiskonditionaali: {A — B, B — A} - A < B, eli mikéli oletuksesta A voidaan johtaa B,
ja oletuksesta B voidaan johtaa A, talloin propositiot A ja B ovat ekvivalentit. Kyseessa
on siis kaksi implikaatiota yhdessé paketissa. Se esitetéén siis luonnollisessa péaattelyssa
seuraavasti:

4Tamé kaytantod tekee joskus todistuksesta vaikeaselkoisempia. Vertaileva esimerkki néistd kahdesta
kaytdnnosta 16ytyy sivulta 15 De Morganin lakien késittelyn yhteydesté.
STéstd 16ytyy esimerkki mm. modus tollendo ponensin todistuksesta (s. 10).



B A

11,2
A~ B

Ekvivalenssin  eliminointisddnnésté on  yksinkertaisempi. S&dntéja on  kaksi:
{A - B,/A} B ja {A - B,B}  A. Mikili tiedetddn A < B seki lisaksi, ettd A
on tosi, talléin B on myo6s tosi. Lauseke on tietenkin symmetrinen, joten téstdkin on
kaksi versiota, jotka on esitetty alla.

A ok B ok




Yhteenveto

Implikaatio:
[A]x
B - 11
A—B
Konjunktio:
A B AAB AAB
A~B Al A AE B AE
Disjunktio:
(AL [Bl2
L \/I L \/I . .
Av B Av B ) )
Av B C C VE. 12
C
Negaatio:
[A]x
: An—A ——P .
BA—-B |, B P
—-A ’
Ekvivalenssi:
[Al.  [Bl2
: A< B B A< B A
' A B B or
B A I,1,2
A< B

Néihin todistusrakenteisiin perustuvat kaikki tdmén tutkielman todistukset.

Mihin luonnollista paattelya voi kayttaa?

Luonnollisella paéttelylla voi osoittaa, etté tietyistéd premisseistd seuraa tietty johtopéaé-

tos. Luonnollisella péaattelylla ei voi:

e osoittaa, ettd premisseisté ei seuraa tietty johtopaétos

e osoittaa, ettd kaksi lauseketta ovat keskenddn yhdenpitavié.

Kahden lausekkeen yhtépitdvyyden voi kuitenkin osoittaa suorittamalla luonnollisen
péaattelyn kahdesti, kahteen suuntaan. A < B voidaan siis todistaa osoittamalla seké
A+ Bettd B - A. Néin tehdédén téssa tutkielmassa mm. liitdnnéaisyyksien todistuksissa.

Propositiologiikan tapauksessa lausekkeiden yhtépitdvyyden voi osoittaa my6s muil-
la menetelmilld, kuten totuustaululla. Tassé tutkielmassa kdytetddn totuustaulua muu-
taman sellaisen todistuksen tapauksessa, joista muuten tulisi luonnollisella péaattelylla

lukukelvottoman pitkia.



2. Korollaarisaannot

Kaksoisnegaation tuonti

Lause 2.1.
pE——p

Negaation eliminointisdénto (s. 5) on ——p - p. S&énto pétee todellisuudessa molempiin
suuntiin: ——p < p.[RK13, s.25] Luonnollisen pééttelyn sdénnoét ovat kuitenkin niin
tarkkaan rajatut, ettd tama vaatii erillisen todistuksen.

Todistus. Tehdéaan vastaoletus, ettd —p on tosi. Koska p on tosi, tdlloin paddytdan risti-
riitaan: p A —p. Téten vastaoletus on hylattavé, joten —p on epétosi; tdmén vastakohta
——p on tosi. Koko péaittely on siis:

p  [—ph
pAop A
Y ’ ]

Disjunktion eliminoinnin korollaari

Lause 2.2.
{pvapr—dtq
{pvaqa—pttp

Normaali disjunktion eliminointi perustuu siihen, etté jos disjunktion molemmista haa-
roista voidaan péatelld sama lopputulos, lopputulos itsessdén kelpaa johtopaédtokseksi.
Tama patee myos silloin, kun lopputulos on sama kuin toinen disjunktion haaroista.

Toisinsanoen:
[pl1 [q]2
: ja :
PV qq a2, pVvyg ][?p]l P s

Todistus. Kun yllédolevaan paéttelyyn kirjataan implikaation eliminointi, saadaan lausees-
sa esitetyille kahdelle tapaukselle alla esitetyt paédttelypuut, jotka eroavat vain siini,
kumpi haara disjunktiosta voidaan péitella toisesta.

p—q [ph . qg—p gl

pVvyq qq lq]2 ve1e PV [p];) P ois

—




3. Implikaatiosdaannot

Seuraavat sddnnot ovat vieruskasitteitd aiemmin sivulla 3 késitellylle sdénnolle modus
ponens.

Modus tollens

Lause 3.1.
{p—a,—-a}+=—-p
Seurauksen kielto, tunnetummin modus tollens, joskus modus tollendo tollens|Lem92,

s.61], on padttelysaénto, jossa todetaan, ettd jos premissistd syntyy seuraus, ja seuraus
ei piade, talloin premissikddn ei pade.

Todistus. Modus tollens muodostetaan vastaoletuksen p kautta. Talloin saavutaan paa-
telméén, jossa q olisi tosi; koska g on kuitenkin epétosi, vastaoletus on hylattéava (reductio
ad absurdum), joten p on epétosi. Paattelypuuksi tulee siis:

pP—q MlHE
q 4.
qA—q "
ﬁip—d,l ]

Transpositio

Lause 3.2.
p—qk—q—p

Todistus. Tamaé todistus johtaa modus tollens -séannén implikaatiomuodossa:

p—q MQHE
q [—q]h
qA—q A
. S !
I
—q——p " =

Modus ponendo tollens

Lause 3.3.
{=(pra)p}F —a
Modus ponendo tollens|Lem92, s.61] on sidénto, joka voidaan havainnollistaa seuraavan-

laisella esimerkilla: "Matti ja Minna eiviat molemmat voi voittaa kilpailua. Minna voitti.
Matti ei siis voittanut.”

Lauseke —(p A q) voidaan De Morganin sdédntojen nojalla kirjoittaa muotoon —p v —q.
Tiedetddn p. Talloin modus tollendo ponensin nojalla —p ei voi olla toteutuva haara,
joten lausekkeen —q on oltava tosi.



—=(p A q)
De Morgan
PV —q p

Modus tollendo ponens
—q
Sen enempéd modus tollendo ponens kuin De Morgan eivét kuitenkaan kuulu luon-
nollisen padttelyn tarkkaan rajattuun sdantéjoukkoon, vaikka ne ovatkin péatevia logii-
kan péattelysdantoja. Olisi tietenkin mahdollista liittda molempien todistukset osaksi

paattelyketjua, mutta saman lopputuloksen voi saavuttaa kauniimmin vastaoletuksen
kautta.

Todistus. Esitetdéan vastaoletus gq. Koska p on tiedetty todeksi, télléin p A g on tosi. Toi-
saalta tiedetdan, ettd p A ¢ on epatosi. Ristiriidasta seuraa, ettéd vastaoletus on hylattava
(reductio ad absurdum), joten g on epatosi. Muodostuu siis seuraavanlainen pééttelypuu:

p [Q]lI
pAqg N —(prg)
Pra)r=pra) |
=q ’ O

Disjunktion syllogismi — modus tollendo ponens

When you have eliminated the impossible, whatever remains, however impro-
bable, must be the truth. — Arthur Conan Doyle (1859—1930)

Lause 3.4.
{pvag—-pHq

Disjunktion syllogismi, paremmin tunnettu nimell& modus tollendo ponens|Lem92, s.61],
on propositiologiikan versio Arthur Conan Doylen kuuluisasta sdfdnnostd. Mikéli kah-
desta véittdmaésta jompi kumpi on totta, ja tiedetéddn, etta yksi niistd on epétosi, toisen
on oltava totta.

Todistus. Tamé todistus perustuu disjunktion eliminointiin. Eliminointi tapahtuu to-
distamalla, ettd kummasta tahansa haarasta voidaan pédtyd samaan johtopadtokseen.
Tassé tapauksessa kiinnostava haara on p. Mikéli oletetaan p, pdadytaédn ristiriitaan,
koska premissiné oli —p. Tésté ristiriidasta seuraa ez falso quodlibet -periaatteen mukai-
sesti, ettd jonkin muun on oltava totta. Valitaan ¢, jolloin disjunktio voidaan redusoida
muuttujaksi ¢:%

5Disjunktion eliminoinnin korollaari, s. 8.
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T

pA=p M
.
——q B
pVvq q [ﬂ2vE12
q . O

Vilivaiheena esiintyvd ——q kiertda luonnollisen paéttelyn sddntojen rajoituksen, jon-
ka mukaan negaation tuontisdédnté voi tuoda vain negaation. Heti sen peréssa listattu
negaation eliminaatio poistaa kaksoisnegaation, jolloin tuloksena on haluttu muuttuja

q.

Hypoteettinen syllogismi

Lause 3.5.
{p—>aq—-rirp—or
Hypoteettinen syllogismi[Lem92, s.171] kuvastaa implikaation transitiivisuutta: miké-

li premissi p johtaa vaittdméan g, ja viittdméa g johtaa vaittdmadn r, télloin voidaan
paatella, ettd premissi p johtaa viittamaan r.

Todistus.
p—a  Iph
q—T q
—E
L — 11
p—T ’ D
Absorptio
Lause 3.6.

p—=qkp—(pArq)

Jos padtelmésté p seuraa g, niin silloin, kun p on tosi, seké p ja q ovat tosia.[RK13, s.25]

Todistus. Koska johtopaidtoksend on implikaatio, aloitetaan olettamalla p todeksi, ja
tutkimalla mitd sen perusteella voidaan pdatellad. Koska p on tosi ja p — ¢, téalloin g on
tosi. Koska p sekéd ¢ ovat tosia, talléin p A g on tosi. Néinollen pétee p — (p A q):

p—q [ph
[p]1 ¢
PAd 1

p—(pnrq) O

—E

11



Materiaalinen implikaatio
Lause 3.7.
P—=qkE—pvyg
Tami saanto johtaa implikaation mééritelmén disjunktiivisessa/konjunktiivisessa nor-
maalimuodossa.
Kielletyn kolmannen laista tiedetédan, ettd p v —p. Mikéali p on totta, implikaatiosta
p — q seuraa, ettd ¢ on totta, joten —p v ¢. Mikéli —p on totta, talldin —p v ¢. Joka

tapauksessa —p v q.
Jos voitaisiin hyviksya p v —p premissijoukkoon, paéttely voitaisiin kirjoittaa néin:

. p—q [Pl
l. R
o q B [=plo _
pVv —p =p Vv q vI =p Vv q vi}lz
\Y
_|p V q 9 bl

Olisi téysin mahdollista sijoittaa lausekkeen p v —p téysi paittely tyhjastd premissi-
joukosta ylldolevaan paédttelyketjuun, ja se nédyttaisi téalta:

[Pl
pv—p " [=lev-opl

(pvop)r=pv—=p)
_r_, ’
PV P [~y =l

(v =p)r—pv=p) poa  Ipls
~—v-p) g 7 [~pls
PV —p PV 4 PVa
PVq

Mutta samaan lopputulokseen pédstédan lyhyemmin myos toisella péaattelyketjulla.

Todistus. Lahdetadn vastaoletuksesta, ettd —p v ¢ on epéatosi. Tamén oletuksen nojalla
on mahdollista osoittaa, ettd muuttujan p on oltava tosi. Téstd johtopaatoksestd kui-
tenkin seuraa ristiriita, joka osoittaa vastaoletuksen véaraksi, jolloin alkuperdinen viite

tulee todistetuksi:
[ﬁph .
—pvq " [~(=pvah
(=pvag)A—=(=pvq)

A

— 1,2
p—q p F
q —E

—pvgq ! [—(=pv @l
Al
(cpvan=(zpvae |
——=(=pvq) “
“pvgq O
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4. Implikaatioiden yhdistelmat

Konstruktiivinen dilemma
Lause 4.1.
{p—qr—ospvri-qvs

Miké tiedetadn, ettd kahdesta padtelmésta ainakin yhden premissi patee, téalloin ainakin
yvhden padtelman tulos patee. Tadma padttelysadnto siis yhdistda disjunktion sekd modus
ponensin.

Todistus. Tamé voidaan padtelld tarkastelemalla erikseen kumpaakin tapausta p ja r,
ja toteamalla, ettd kumpikin niisté johtaa lausekkeeseen ¢ v s:

p—4q [Pl g s [7]2
_4 s "
pvr qvs Y qvs Y
A vE, 1,2 ]

Destruktiivinen dilemma

Lause 4.2.
{p—qr—s—-qv-st-—-pv-r

Miké tiedetdan, ettd kahdesta padtelmésta ainakin yhden tulos ei pédde, télloin ainakin
vhden premissi ei myoskaan pade. Tama padttelysaanto siis yhdistda disjunktion seké
modus tollensin.

Todistus. Tamé voidaan padtelld tarkastelemalla erikseen kumpaakin tapausta —q ja
—s, ja toteamalla, ettd kumpikin niistd johtaa lausekkeeseen —p v —r. Tama toteutetaan
kummassakin haarassa ristiriitatodistuksen kautta:

p—q [pls E r—g [r]4
q [_'Q]l S —E [—\8]2
AN Al Al
qipq L3 SA—5 1,
- _‘/r- b
—q v —s —pvr V! VT VL
=DV T VeSS ]
Resoluutio
Lause 4.3.

{pvg,—pvrit-qvr

Oletetaan, ettd p on epéatosi. Jotta pv q voisi olla totta, téalldin g on oltava totta. Oletetaan
sitten, ettd p on tosi. Jotta —p v r voisi olla totta, talléin r on oltava totta. Nain ollen
riippumatta siitd, onko p tosi, niistd premisseisté seuraa, ettd ¢ v r on oltava totta.
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Tata padttelya ei voi suoraan hyédyntaé todistuksena luonnollisessa péaatelyssé, koska
mité tahansa oletuksia ei voi esittda spontaanisti. Todistuksen saa kuitenkin toimimaan
pienin muutoksin. Otetaan késittelyyn disjunktio p v r. Oletetaan ensin, ettd p on tosi.
Talloin lauseesta —p v r voidaan modus tollendo ponensin perusteella johtaa, ettéd r on
oltava totta. Koska r on totta, ¢ v r on totta. Oletetaan sitten toisessa haarassa, etta
q on tosi. Talloin myds ¢ v 7 on totta. Kummassakin tapauksessa ¢ v r on totta, siispa
q v 7T on totta.

Todistus.
[p]l [ﬁp]s
pA=p M
== EI
—pvr 77: [T’]4 VE.3.4 q]2
pvg qvr V! v Vi
qVT vE,; 1,2 ]

Yhden rivin lyhyempi paéttely samalle lopputulokselle on esitetty alla. Tassd modus
tollendo ponensiin siséltyvisté ristiriidasta on suoraan johdettu g v r (ex falso quodlibet),
miké séastdd yhden rivin paperipinta-alaa intuitiivisen ymmaérryksen kustannuksella:

[p]1 [—pls
AT
——(gvr) [7]4
—pv T —qvr % gvr V! [q]2
pVvyqg qvr qvVvrT
qvVvrT

Al
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5. De Morganin lait

De Morganin lait ovat tunnettuja lauselogiikan seké Boolen algebran paéttelysaantoja,
joita hyodynnetdén my6s mm. joukko-opissa ja digitaalielektroniikassa. RK13, s.26]

Negaatioiden konjunktio on disjunktion negaatio

Lause 5.1.
—pA—ge—(pVq)

Todistus. Todistetaan ensin —(p v q) - —p A —¢q. Konjunktio muodostetaan kahdesta
haarasta, joissa kummassakin negaatio johdetaan vastaoletuksen kautta:

[p]1 [q]2

pvaqg v ~pva) . PVvZ T —va
wvanr-lpve  vadr-lpve -
-p ’ —q . ’

=p A —q A

Todistetaan sitten —p A —q = —(p v q). Todistus ldhtee vastaoletuksesta p v ¢. Tami
vastaoletus puretaan osiin osoittamalla, etté olipa sitten p tai g tosi, tuloksena olisi joka
tapauksessa ristiriita. Alla on esitetty todistus yksinkertaisemmassa muodossa, missé
ristiriitaa on merkitty symbolilla 1:

—p A —q —p A —q
——— VE ——— AE
[p]2 P, la]s ¢

vE, 2,3

1

S i |
—(p Vv q)

Koska ristiriita on klassisessa logiikassa merkittéava konjunktiolla ja disjunktion elimi-
noinnin pitda tuottaa molemmista haaroista sama johtopéatos, oikeanpuoleisessa haa-
rassa on tamén takia keinotekoinen muunnos ex falso quodlibet -periaatetta hydodyntaen
ristiriidasta ¢ A —q ristiriitaan p A —p:

Y A

lals 4 e
—p A —q aA=q
[p]2 =" —=(pAr-p)
[p v al e AP
PATD e
~(pva) 0

Prosessissa ei voi oikaista muodostamalla lauseke —(p v ¢) suoraan ristiriidasta kum-
massakin haarassa, koska télloin véliaikainen oletus p v ¢ syntyisi ikddn kuin tyhjésta.
Viliaikaista oletusta voi kayttaa vain sen paattelyn ylapuolella, jonka tueksi se on luotu,
ei sen alapuolella. Seuraavanlainen pééttely olisi siis virheellinen:
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“PATq P ATq

[p]2 R VE gl —q nE
_PATD B AT SN
~—(pva ~—(pva
[p v q]r —(p Vv q) —(p Vv q) B2

—(pvq)

Negaatioiden disjunktio on konjunktion negaatio

Lause 5.2.
—pv—qgs—(pAg)

Todistus. Todistetaan ensin —(p A q) - —pv —q. Nyt vastaoletuksena kéytetdén lausetta
—(—=p v —q). Usea sisidkkéinen negaatio edellyttdd monivaiheista todistusta. Ensin tatéd
vastaoletusta hyodynnetaén sen todistamiseen, ettd muuttujan p on tdmén oletuksen
nojalla oltava tosi. Sen jéilkeen osoitetaan, ettd tdmén oletuksen vallitessa ¢ ei voi olla
samaikaisesti tosi. Vasta kun ¢ on osoitettu epatodeksi, saadaan aikaan ristiriita, jonka
nojalla alkuperéinen vastaoletus voidaan hylétéa:

[ﬁp]:’) I
—pv—qg " [~(=pVv—-gh o
(cpv @) r~(zpv—g)
—|—|p B )
p lq]2 .
PAg M =(pag) y
wrgdr—-pra)
—q ’
—pv —q ! [=(—=p v —@)
Al
(cpv ) A=(pv—a)
—=(=p v —q)
—“pv —q

Todistetaan sitten —=pv —q = —(p A q). Askeiseen verrattuna tdmé todistus on sangen
yksinkertainen: vastaoletus p A ¢ johtaa ristiriitaan disjunktion —p v —¢ kummassakin

haarassa:

[p A qls - [P A qla .
P " [—r]1 q " [—a]2
A N aA=g
—p Vv —q —(p~q) —(p A~ q) B 12
—(pAq) n
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Kaanteiset muodot
Joskus De Morganin lait on tarpeen muodostaa kédnteisessd muodossa, jossa paljaasta
konjunktiosta tai disjunktiosta johdetaan sen vastineversio, tai toisinpéin:
Lause 5.3.
—(-pv—q)eprg

Todistus. Todistetaan ensin p A ¢ = —(—p v —¢q). Alla on esitetty todistus yksinkertai-
semmassa muodossa, missi ristiriitaa on merkitty symbolilla L:

PAg PAg
p "F o [-pl | 7 "F [l |
[_‘p v _‘Q]l J_ J_ vE, 2,3
Ly
—(=p v —q)

Koska ristiriita on klassisessa logiikassa kuitenkin merkittava konjunktiolla, todistuk-
sesta tulee hieman pitempi:

pAq
q nE [ﬁQ]:s N
prg S AR S
p " [—p]2 : —=(p A —p) -
[—p v —ql1 PAD ” pPA—p
vE; 2,3
pA—p
— 11
—(—p v —q)
Todistetaan sitten —(—=p v —q) - p A ¢
[—pl1 o [—ql2 .
—p Vv —q —(=p v —q) X =PV —q —(—p v —q) X
(cpv—g)n—(zpv—g  (pvoga—(zpv—g)
——D ’ ——q ’
P q
Al O

pAgq
Lause 5.4.
—~(—pA—q)=pVvy

Todistus. Todistetaan ensin pv g = —(—p A —q). Nyt osoitetaan, ettd oletus —p A —¢q joh-
taa disjunktion kummassakin haarassa ristiriitaan. Ristiriidasta péatelldan todistuksen

paamadra —(—p A —q):

[—p A —ql3 . [—p A —qls .
[Pl —p ~ [q]2 —q "
Al Al
DA D 13 qn—q L4
pVvyq —(=p A —q) —(=p A —q) EL2
—(=p A —q)
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Sen jalkeen todistetaan —(—p A —q) - p v q.
Hyodynnetéaédn ensin kahta osatodistustas:

[P]l
v _ Ve —va)
“p pvan-lpvae |
-p b
ja
[Q]l
(vaq) _ Pvg vI ~(p v q) A
~q wvanrn-lpvae |
—q ’
Téalloin:
[-pval [=vaoh
R Q
—p 4
—PAq ~(pr—g)
(pr—gn=(pr—a)
—=(p v q) ’
pvqg "
Yhdistettyné:
[p]2 I [q]3 I
pvag " [=vah pvg Y [~(vah
Al Al
pvanr-pvae | pva)r=lpva
—p , 9 Al 7
=D A —q (—p A —q)
(pr—gn=(zpr—a)
~—(pva
PV
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6. Idempotenssilait

Maaritelma 6.1. Matematiikassa idempotenssi tarkoittaa, ettd operaatio tuottaa sa-
man tuloksen riippumatta siitd, montako kertaa se toistetaan.

Néamaé lait pateviat molempiin suuntiin: ”"jos ja vain jos lauseke 1 pétee, niin lauseke 2
patee”. Tamén takia todistukset esitetddn molempiin suuntiin.

Idempotenssi patee konjunktiolle ja disjunktiolleRK13, s.25], mutta implikaatiolle ja
ekvivalenssille se ei pidde: p — p ja p < p ovat molemmat tosia riippumatta muuttujan
p arvosta, siis myos silloin kun p on epétosi (kts. luku 10). Myoskaan negaatiolle se ei
pade, silla —p on ilmiselvésti eri kuin p.

Konjunktion idempotenssin laki

Lause 6.2.

PAp<=D
Todistus. Paatelmdt p - p A p ja p A p  p seuraavat vilittomésti konjunktion
tuontisddnnosta 5 Ap ja eliminointisddnnosta "Dy O

Disjunktion idempotenssin laki

Lause 6.3.

pvp<=p
Todistus. Paatelmat p — p v p ja p v p + p seuraavat vilittomésti disjunktion
tuontisadnnosti 5 ]j 5 v ja eliminointisaannosts PV P [5]1 [p]2 VE 1,2 O
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7. Vaihdannaisuuslait

Maaritelma 7.1. Matematiikassa vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus tarkoittaa, etté
jos jokin kuvitteellinen matemaattinen operaatio x on vaihdannainen, télloin axb < bxa:
Operandien jérjestys ei muuta tulosta.[RK13, s.25]

Koska vaihdannaislakien todistuksissa suunnan vaihtaminen tarkoittaa vain triviaalia
muuttujien nimien vaihtamista keskenédén, kaikki vaihdannaisuustodistukset esitetdén
tdssd vain yhteen suuntaan.

Konjunktion vaihdannaisuus

Lause 7.2.
pAqg<sSgADp

Todistus. Konjunktion vaihdannaisuus voidaan paatelld yhdistdmalla konjunktion eliminointi-
ja tuontisdannot:

p ;\ q “E p ; q \E
qAp Al O
Disjunktion vaihdannaisuus
Lause 7.3.
bpvg=qvp

Todistus. Disjunktion vaihdannaisuus voidaan paéatella yhdistdmaélld disjunktion tuonti-
ja eliminointisd&nnot:
ph o la
pvyg qvp qvp
qvp

Ekvivalenssin vaihdannaisuus

Lause 7.4.
peoqg<=qgeoDp

Todistus. Ekvivalenssin vaihdannaisuus voidaan péaéatelld yhdistdamaélla ekvivalenssin eliminointi-
ja tuontisdannot:
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Implikaation vaihdannaisuus, permutaatiolaki

Lause 7.5.
p—o(@—or)sq—>(pP—or)

Implikaation vaihdannaisuus nayttad hieman erilaiselta kuin muut vaihdannaisuuslait.
Silld on myds toinen nimitys, permutaatiolaki’. Laki ilmaisee esimerkiksi sen, etté viitté-
maéat "mikéli konttorilla on valot paalla, tiedetddn etté jos Matti on sielld, hidn tyoskente-
lee” ja "mikéli Matti on konttorilla, niin mikéli sielld on valot pdalla, han tyoskentelee”
ovat yhdenpitédvit. Se siis sallii kahden sisdkkéisen implikaation premissien vaihtami-
sen keskenddn. Tama eroaa liitannéisyyslaista, silla liitAnnaisyydessa vaihdetaan sulku-
jen paikkaa mutta ei muuttujien jarjestysté. Téassd vaihdetaan muuttujien jérjestysta.
Implikaatio ei ole liitdnnéinen.

Erityisesti on kuitenkin syytd huomata, ettd p — g <& ¢ — p. Vaikka premissejé voi
vaihtaa keskendén, premisseja ja seurauksia ei voi vaihtaa keskendan.

Todistus. Todistus perustuu implikaation ¢ — (p — r) muodostamiseen olettamalla
q todeksi, ja osoittamalla, ettd tastd oletuksesta seuraa p — r. Implikaatio p — r
puolestaan muodostetaan olettamalla p todeksi, ja osoittamalla, ettd téastd oletuksesta
seuraa r. Tama on mahdollista, koska téatd sisempéd todistusta tehtéesséd vallitsee yha
ulompi oletus siitéd, ettd ¢ on tosi. Paattelypuuksi muodostuu siis:

p—(g—r) [pl
q—r - [Q]l

T

— > 1,2
— T ’

p — 11

g—>@p—r) O

"Vertaa hypoteettiseen syllogismiin (s. 11).
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8. Liitannaisyyslait

Maaritelma 8.1. Matematiikassa liitdnnéisyys eli assosiatiivuus tarkoittaa, ettd jos
jokin kuvitteellinen matemaattinen operaatio = on liitdnnéinen, talloin a « (b * ¢) <
(@ * b) * c: Sulkujen paikan vaihtaminen ei muuta tulosta.

Konjunktio, disjunktio ja ekvivalenssi ovat liitdnnéisid, mutta implikaatio ei ole.[RK13,
$.25]

Konjunktion liitannaisyys

Lause 8.2.
Prg)ar<eprlgar)
Todistus. Todistus kumpaankin suuntaan onnistuu ilman yhtédan viliaikaista oletusta,
perustuen yksinomaan konjunktion tuonti- ja eliminointisaéntoihin.
Todistetaan ensin p A (g A7) = (p A q) AT

wraar
(prgnr prg "t rgar
prg " g " r "
D AE qAT I N
prlgnar) ’
Todistetaan sitten (p A g) AT = p A (gAarT):
pA(gnar) .
pArlgnar) B gnr /\E/\ pA(gar) “E
D T grr
bpnrg r
I
(prg)nr ’ [

Disjunktion liitannaisyys
Lause 8.3.
(pvag)vrepvigvr)
Todistus. My6s tdmé todistus perustuu yksinomaan disjunktion tuonti- ja eliminointi-
saantoihin.
Todistetaan ensin p v (g v r) b (pv q) v r:

[p v qli [r]
\ \
(pvgvr pvigvr) pvigvr) .,
pvigvr) -
Todistetaan sitten (pv q) vr=pv (gvr):
[p]1 : [q v ]2
A L
pvigvr) (pvagvr (vaqr)WzE12
(pva vr - 0
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Ekvivalenssin liitannaisyys

Lause 8.4.
(pegeorepe(gern)

Todistus. Tamén yhtélaisyyden toteaminen luonnollisella paéttelylld on niin monimut-
kaista, ettd siitd tulisi monisivuinen kaavio, jonka pééttelyiden seuraaminen olisi ldhes
mahdotonta.

Siksi tamé todistus on poikkeuksellisesti laadittu totuustaulun muodossa. Koska muut-
tujia on kolme kappaletta, tarkasteltavia alkeistapauksia on vain 23 = 8 kappaletta. To-
tuustaulu on esitetty alla.

[peoqglagor|peo(@or)| poq or|
1 1

—_—___ 0000l

r
0
1
0
1
0
1
0
1

R OO, OOIRK
_ 0 00O

— O O~ OO

_ O O = O == O
= O O = O == O

Totuustaulusta voidaan ndhdi, ettd kummankin lausekkeen, p < (¢ < ) ja (p <
q) < r, totuusarvot ovat kaikilla muuttujien arvoilla samat, joten lausekkeet ovat kes-
kenddn yhdenpitavat. O
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9. Osittelulait

Maaritelma 9.1. Osittelulaki eli distributiivisuus tarkoittaa, ettd kahdelle matemaat-
tiselle operaatiolle » ja ® patevit ndma kaksi lainalaisuutta:[RK13, s.25]

(p®@q)*r<= (pxr)®(g*r) (9.2)
(pxr)®(pxq) = p*(r®q) (9.3)

Kaava (9.2) kuvaa osittelulain oikealta puolelta, ja kaava (9.3) vasemmalta puolelta. Kun
molemmat sddnnot toteutuvat, sanotaan, ettd operaatio = on distributiivinen operaation
® suhteen.

Disjunktio on distributiivinen kaikkien neljin peruskonnektiivin suhteen (negaatio-
ta ei lasketa, koska se on undirinen), konjunktio disjunktion seké itsensd suhteen, ja
implikaatio kaikkien neljain suhteen, mutta ainoastaan vasemmalta puolelta.®

Koska kaksisuuntainen todistus luonnollisella paéttelylla vaatii kaksi todistusta jo-
kaista sdéntod kohti, ndistéd tulisi yhteensd 2-(4-2+2-2+4-1) = 32 todistusta. Todis-
tukset veisiviat kohtuuttomasti paperitilaa. Siksi ndmé sddnnot todistetaan nyt ennem-
min totuustaulujen avulla. Talloin totuustauluja tarvitaan 16 kappaletta. Kukin todistus
ilmenee siité, ettd totuustaulun kaksi oikeanpuoleista saraketta ovat yhdenpitévét.

Osittelu: disjunktio konjunktion suhteen

Lause 9.4.
pvignar)e(pvg rlpvr)

prqg)vre(pvr)a(gvr)

Todistus. Yhtaldisyys p v (¢ A7) < (p v q) A (p v r) voidaan todeta alla esitetysta
totuustaulusta.

p g r|pva pvr qgar|pvigar)|va)apvr)]
00 0| 0 0 0 0 0
00 1] o 1 0 0 0
01 0| 1 0 0 0 0
01 1| 1 1 1 1 1
10 0] 1 1 0 1 1
10 1] 1 1 0 1 1
11 0/ 1 1 0 1 1
11 1] 1 1 1 1 1

8Disjunktio samaistetaan joissain yhteyksissa aritmeettiseen yhteenlaskuun ja konjunktio aritmeettiseen
kertolaskuun. Kuten yhteenlaskulla, disjunktiollakin on neutraalialkiona 0 (epatosi), ja konjunktiolla
on neutraalialkiona 1 (tosi) kuten kertolaskullakin. Kertolaskuoperaatio on kylla distributiivinen
yhteenlaskuoperaation suhteen, mutta sama ei pade toisinpéin, eikd kumpikaan ole distributiivinen
itsensd suhteen. Disjunktio ja konjunktio ovat molemmat distributiivisia seké toistensa seké itsensé
suhteen.
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Yhtéldisyys (p A q) vr < (pvr) A (qvr) voidaan todeta alla esitetysta totuustaulusta.

‘p q er/\q pvr quH(pAq)\/r‘(pvr)/\(qu)‘
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 O 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Osittelu: disjunktio disjunktion suhteen

Lause 9.5.
pvigvr)e(pvgvipvr)

(pvgvrevr)vigvr)

Todistus. Yhtaldisyys p v (¢ v r) < (p v q) v (p v r) voidaan todeta alla esitetysta
totuustaulusta.

p ¢ r|pva pvr qvr|pvigvr)|@vavpvr)]
00 0| 0 0 0 0 0
00 1] 0 1 1 1 1
01 0| 1 0 1 1 1
01 1] 1 1 1 1 1
10 0| 1 1 0 1 1
10 1] 1 1 1 1 1
11 0/ 1 1 1 1 1
11 1] 1 1 1 1 1

Yhtéldisyys (pv q) vr < (pvr) v (qvr) voidaan todeta alla esitetystd totuustaulusta.

lp ¢ r|pvae pvr gqvr|vagvr|@vr)vigvr)|
00 o0f o 0 0 0 0
00 1| o 1 1 1 1
01 0f 1 0 1 1 1
01 1 1 1 1 1 1
10 0/ 1 1 0 1 1
10 1] 1 1 1 1 1
11 0| 1 1 1 1 1
11 1] 1 1 1 1 1
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Osittelu: disjunktio implikaation suhteen

Lause 9.6.
pvig—r)s{veg—(vr)

(p—=qvre(pvr)—(qvr)

Todistus. Yhtalaisyys p v (¢ — r) < (p v q) — (p v r) voidaan todeta alla esitetysté
totuustaulusta.

[pva pvr g—r|pv( )| (pvag) = (pvr) |

0 0 1

r q—r
0 1
1 1
0 0
1 1
0 1
1 1
0 1
1 1

i il i = i e R e B e R @)
= =0 O = OO
—= o = == O
= )

— O~ R, Pk OR

e e N

Yhtéldisyys (p — ¢) vr < (pvr) — (¢vr) voidaan todeta alla esitetystéd totuustaulusta.

lp g rllp—q pvr gvr|oavr|mvr)>(@vr) |
00 0] 1 0 0 1 1
00 1/ 1 1 1 1 1
01 0| 1 0 1 1 1
01 1 1 1 1 1 1
10 0| o0 1 0 0 0
10 1] o0 1 1 1 1
11 0| 1 1 1 1 1
11 1] 1 1 1 1 1

Osittelu: disjunktio ekvivalenssin suhteen

Lause 9.7.
pviger)s{pvegevr)

(pegvre(pvr)o(gvr)

Todistus. Yhtaldisyys p v (¢ «& 1) < (p v q) < (p v r) voidaan todeta alla esitetysta
totuustaulusta.
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p ¢ r|pvg pvr qor|pviger)| (v e pvr) |
00 0l o 0 1 1 1
00 1] o 1 0 0 0
01 0 1 0 0 0 0
01 1] 1 1 1 1 1
10 0| 1 1 1 1 1
10 1] 1 1 0 1 1
11 0| 1 1 0 1 1
11 1] 1 1 1 1 1

Yhtéldisyys (p < q) vr < (pvr) < (¢vr) voidaan todeta alla esitetystéd totuustaulusta.

‘p q er<—>q pvr q\/’rH(qu)\/T‘(p\/T')H(Q\/T)‘
0 0 O 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
O

Osittelu: konjunktio konjunktion suhteen

Lause 9.8.
pAlgar)es(pargalpnar)

(prgnrsar)algnar)

Todistus. Yhtalaisyys p A (g A1) < (p A q) A (p A7) voidaan todeta alla esitetysté
totuustaulusta.

p a rv|prg par gar|palgar) | (prg)a(pnar) ]
00 0] o 0 0 0 0
00 1| o0 0 0 0 0
01 0] o 0 0 0 0
01 1] o 0 1 0 0
1 0 0| 0 0 0 0 0
10 1] o 1 0 0 0
11 0] 1 0 0 0 0
11 1 1 1 1 1 1

Yhtaldisyys (p A q) A7 < (pAT) A (g A7) voidaan todeta alla esitetystd totuustaulusta.
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p g rl|pag par gar|adar|ar)algar) |
00 0l o 0 0 0 0
00 1] o 0 0 0 0
01 0| o 0 0 0 0
01 1] 0 0 1 0 0
10 0] o 0 0 0 0
10 1] o 1 0 0 0
11 0| 1 0 0 0 0
11 1] 1 1 1 1 1
0

Osittelu: konjunktio disjunktion suhteen

Lause 9.9.
prlgvr)e(pag vipar)

pvgare@ar)vigar)

Todistus. Yhtaldisyys p A (g v r) < (p A q) v (p A r) voidaan todeta alla esitetysta
totuustaulusta.

p g r|prg par qvr|palgvr)|@ra)v(par) ]
00 0| 0 0 0 0 0
00 1] 0 0 1 0 0
01 0| 0 0 1 0 0
01 1] 0 0 1 0 0
10 0] o 0 0 0 0
10 1/ o 1 1 1 1
11 0/ 1 0 1 1 1
11 1] 1 1 1 1 1

Yhtéldisyys (pv q) Ar < (pAT) v (g Ar) voidaan todeta alla esitetystd totuustaulusta.

‘p q THPVC] DAT q/\rH (pvq)/\r‘(p/\r)v(q/\r)\

0O 0 O 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0O 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 1 1 1

1 0 0 1 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 -
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Osittelu: implikaatio konjunktion suhteen
Lause 9.10.
p—(gar)sp—qrp—r)

Todistus. Yhtalaisyys p — (¢ A r) < (p — q) A (p — r) voidaan todeta alla esitetysté
totuustaulusta.

p g r|p—q por gnrr|po>lanr)|oarp@—or)|
00 0| 1 1 0 1 1
00 1 1 1 0 1 1
01 0| 1 1 0 1 1
01 1| 1 1 1 1 1
10 0| 0 0 0 0 0
10 1] 0 1 0 0 0
11 0| 1 0 0 0 0
11 1| 1 1 1 1 1
0

Yhtaldisyys (pAq) — 7 < (p — r) A(q — ) ei pade; implikaation osittelu konjunktion
suhteen pétee siis vain vasemmalta puolelta.
Osittelu: implikaatio disjunktion suhteen
Lause 9.11.
p=(gvr)e@—qvip—r)

Todistus. Yhtalaisyys p — (¢ v r) < (p — q) v (p — r) voidaan todeta alla esitetysté
totuustaulusta.

p g r|p>q por qvr|polevr)| =9 vip—r) |
00 0| 1 1 0 1 1
00 1| 1 1 1 1 1
01 0| 1 1 1 1 1
01 1| 1 1 1 1 1
10 0| 0 0 0 0 0
10 1] o 1 1 1 1
11 0| 1 0 1 1 1
11 1| 1 1 1 1 1
0

Yhtaldisyys (pvq) — r < (p — r) v (¢ — r) ei pade; implikaation osittelu disjunktion
suhteen patee siis vain vasemmalta puolelta.
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Osittelu: implikaatio implikaation suhteen

Lause 9.12.

p—=@—-r)espP-9—->pP—r)

Todistus. Yhtéaldisyys p — (¢ — r) < (p — ¢) — (p — r) voidaan todeta alla esitetysta

totuustaulusta.
p ¢ r|p—q por qor|po(@or)|[oa)> o) |
0 0 O 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 O 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

O]

Yhtaldisyys (p — ¢q¢) > r < (p > r) = (¢ — r) ei pade; implikaation osittelu
implikaation suhteen pétee siis vain vasemmalta puolelta.

Osittelu: implikaatio ekvivalenssin suhteen

Lause 9.13.

p—=@er)esp@oq9ep@—r)

Todistus. Yhtéaldisyys p — (¢ < r) < (p — ¢) < (p — r) voidaan todeta alla esitetysta

totuustaulusta.
p ¢ r|p—q por qer|po(@er)| oo @or) |
0 0 O 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1 1
0O 1 0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

O]

Yhtéldisyys (p < ¢q) > r < (p > r) « (¢ — r) ei pade; implikaation osittelu
ekvivalenssin suhteen pétee siis vain vasemmalta puolelta.
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10. Tautologiat

Maaritelma 10.1. Tautologia on propositiolause, joka on aina tosi riippumatta muut-
tujien arvoista. Kaikki tassd tutkielmassa esitetyt todistukset ovat muutettavissa tau-
tologioiksi siten, ettd lauseke muotoa A +— B kirjoitetaan muodossa — A — B, lauseke
muotoa {A, B} - C kirjoitetaan muodossa - (A A B) — C, ja lauseke muotoa A < B
kirjoitetaan muodossa — A < B. Tamén todistaminen jatetddn lukijalle harjoituksek-
si. Tassd kappaleessa keskitytadn sellaisiin tautologioihin, jotka voi esittdd ainoastaan
ilman oletuksia. Esimerkiksi todistusta - ((p — q) A —¢) — —p ei esitetéd tautologiana,
koska sen voi myos esittdd muodossa {p — q, —q} = —p (modus tollens).

10.1. Refleksiivisyydet

Maaritelméa 10.2. Propositiologiikan operaatio * on refleksiivinen, jos A x A on aina
tosi rilppumatta muuttujan A arvosta. Implikaatio ja ekvivalenssi ovat refleksiivisid. Sen
sijaan esimerkiksi disjunktio ei ole refleksiivinen, silld A v A on tosi vain mikéli muuttuja
A on tosi.

Implikaation refleksiivisyys

Lause 10.3.

=p—p
Todistus. Todistus seuraa suoraan tuontisddnnosta p[ﬂlp ST ]
Ekvivalenssin refleksiivisyys
Lause 10.4.
Fp<ep
Todistus. Todistus seuraa suoraan tuontisddnnosta p hp — p[p]2 ST1,1,2 - O

10.2. Implikaation totaalisuus

Lause 10.5.
F(—q) v(g—p)

Toinen nimitys télle késitteelle on, ettd implikaatio on vahvasti yhtendinen (strongly
connected relation). Yhtendisyys on vahvaa, silli relaatio pétee silloinkin kun p = g.
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Todistus. Todistus alkaa vastaoletuksella —((p — ¢) v (¢ — p)). Nyt pyritdén osoitta-
maan, ettd tdméa vastaoletus johtaa ristiriitaan olipa p sitten tosi tai epétosi. Oletetaan
ensin, ettd p on tosi. Talloin implikaatio ¢ — p on tosi, silld tosi padtelmé on tosi
riippumatta premisseistd?. Nyt disjunktion tuontisdinnén nojalla voidaan todeta, etté
(p — q) v (¢ — p) on tosi. Tdmé& on kuitenkin ristiriita alkuperéisen vastaoletuksen
kanssa. Siispd muuttuja p ei voi olla tosi, vaan sen on oltava epéatosi. Siité, ettd p on
epatosi, seuraa, ettd implikaatio p — ¢ on tosi, silld epatosi premissi voi johtaa kumpaan
tahansa paitelmiin'®. Kun p — ¢ on tosi, tillsin (p — ¢q) v (¢ — p) on tosi disjunktion
tuontisddnnon nojalla. TAmé on edelleenkin ristiriita alkuperéisen vastaoletuksen kans-
sa. Vastaoletus on siis kumottu, ja haluttu viite on osoitettu todeksi. Pa&ttelypuu on
esitetty alla.

[p] 3
q—p >
p—¢q) v(g—p) [~((p— ) v(g—p)h

—1

(p—avi@g—p)Ar—-(p—>avi—Dp) I;I
[p]2 P b
pPA—D
ﬁiﬁqﬁ—'EI
q —1,2
P—q ol
(p—q)v(g—p) [—~((p—q) v (@g—p)h K
(p=>gv@—p)r=(p>gvie—p)
(=9 via—p) ’
=9 vig—p O

10.3. Kielletyn kolmannen laki

Lause 10.6.
Fpv—p

Kielletyn kolmannen laki, principium exclusi terti, tarkoittaa, ettd propositiolla on aina
oltava totuusarvo: Sen on oltava tosi tai epatosi.

Todistus alkaa vastaoletuksesta: —(pv —p). Mikéli merkitdén ¢ = —p, lauseke voidaan
kirjoittaa uudelleen muotoon —(p v ¢). De Morganin lain mukaan tdmé on yhdenpitéva
lausekkeen —p A —¢q kanssa. Koska kuitenkin —p = ¢, tama tarkoittaa ¢ A —g, miké on
ristiriita. Vastaoletus on siis hylattavé, ja p v —p on tosi.

9Luvun 1.1 esimerkin mukaisesti koira voi haukkua, oli pihalla murtovaras tai ei.
10T yuvun 1.1 esimerkin mukaisesti jos pihalla ei ole murtovarasta, koira voi yhtd hyvin haukkua tai olla
haukkumatta.
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—(p v —p)
~(p v —p)
De Morgan
De Morgan
—pATTD I
-p “pATTD
T — I
——v-p)
pv—p

-I,1

De Morgan ei kuitenkaan ole sallittu sédéanté luonnollisessa pédttelyssd. Saénto olisi
toki mahdollista kirjoittaa auki (luku 5) ja sijoittaa osaksi padttelyd, mutta samaan
lopputulokseen paéstaan suoraviivaisemminkin.

Todistus. Myos tassé aloitetaan vastaoletuksella —(p v —p). Jos ensin oletetaan, etté
p on tosi, talloin saadaan disjunktion tuontisdanndén nojalla p v —p, miké on ristiriita
vastaoletuksen kanssa. Hyldtddn siis oletus p. Jos sitdvastoin p onkin epétosi, télléin-
kin paddytddn samaan ristiriitaan. Siksi vastaoletus on hylattava, ja p v —p on tosi.
Tulos on sama, valitaanpa ensimmaéiseksi muuttujan p oletukseksi tosi tai epétosi. Kun
ensimmaiseksi oletukseksi valitaan tosi, todistuksesta tulee yhden rivin lyhyempi:

[P]Q ol
PV =P [—( v —p)h y
(v =p)r—(pv=p)
P
PV —p [—(p v —p)h y
(v —op)r=pv—p)
——=(pv —p) “
pv—p O

Téallainen todistus tarkemmin ajateltuna herdttda tietenkin kysymyksen: Kun todis-
tuksessa hyodynnetdan periaatetta, ettd mikali jokin oletus hylédtdan ristiriitaisena, sen
vastakohdan on pakko olla totta, onko lause p v —p silloin tullut todistettua itselladn?
Minké tahansa véitteen hylkddminen ristiriitaisena lahtokohtaisesti olettaa, ettd jokin
propositio voi olla vain joko totta tai epitotta, mutta ei jotain silta valilta.

Todistettava lause onkin téssa oikeastaan logiikan aksiooma, jonka pohjalle luonnol-
lisen padttelyn sddnnét on rakennettu. Onkin nurinkurista, ettei tdmé aksiooma itse
esiinny luonnollisessa paattelyssd, vaan se pitdéd johtaa.
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10.4. Kielletyn ristiriidan laki

Lause 10.7.

== A —p)
Kielletyn ristiriidan laki, principium exclusi contradictionis, tarkoittaa, ettei viite voi
olla samanaikaisesti tosi ja epétosi.

Todistus. Todistus aloitetaan vastaoletuksesta p A —p, eli p voi olla samanaikaisesti tosi
ja epéatosi. Tamé on valittomaésti ja ilmeisesti ristiriita, minké takia vastaoletus hylataén.
Kéaénteinen on siis tosi, —(p A —p):

7[29 N _‘p]l =I,1.
—(p A —p) O

Myos téassé todistuksessa on todistettava viittdma jo katketty olettamukseksi todis-
tusmenetelmén sddntoihin. Siksi ndmé kaksi todistusta olivatkin nyt ehké lahinnéd muo-
dollisia rituaaleja.
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qg

. Liite: Erilaiset merkintatavat

Eri materiaaleissa nédkee erilaisia merkintdtapoja samoille asioille. Téhéan taulukkoon on koottu muutamia kirjallisuudessa seké
eri aloilla esiintyvid vaihtoehtoja téssé tutkielmassa kéytetyille esitysmuodoille. Jos numeroidun sarakkeen sisilté on tyhja,
talloin konnektiivi muodostetaan johtamalla muista konnektiiveista, esim. digitaalielektroniikassa implikaatio olisi @ + b.

‘ Nimi H 11 12 13 ‘ 14 ‘ 15 ‘
konjunktio, "ja” anb a &b ab a-b a AND b | Kab
disjunktio, "tai” avbd alb |a+b aORb | Aab
negaatio, "ei” —a la a —-a ~a NOT a Np
implikaatio, ”jos ...niin" a—b a>b|a>b| a—=>0» aMPb | Cab
ekvivalenssi, poissulkeva konjunktio, a<b a=b | a®b | a= a<>b aEQV b | Eab
”jos ja vain jos ...niin”
poissulkeva disjunktio, a < b a™b|a®b|a#b|la#b| a<>b |avb|avb| aXORb | Jab
”joko .. .tai”

Shefferin viiva, "eivit molemmat” alb ab alb | a-b a/b a NAND b | Dab
Peircen nuoli, ”ei kumpikaan” alb a+b atbd a NOR b | Xab
konverssi implikaatio a<—b achbh bimp a | Bab
konverssi epdimplikaatio a<+b adb a<b Mab
abjunktio, materiaalinen epaimplikaatio a-»b adb a=>b Lab
tosi, tautologia true 1 T T T Vab
epétosi, ristiriita false 0 uE F F Oab
yksisuuntainen péattely, looginen seuraus = H

kaksisuuntainen pééttely, loogisesti ekva- = -

lentit

Hpropositiologiikassa vakiintunein muoto

2monissa ohjelmointikielissé, esim. C; joskus merkki on kéyttotarkoituksesta riippuen kahdennettu, esim. &&

13 digitaalielektroniikassa kiytetty aritmeettinen ilmaisumuoto. Negaatiota ilmaistaan ylaviivalla, jotka pinoutuvat tarvittaessa paallekkain.
niinikdan ohjelmointikielissé, mutta monissa muissakin yhteyksisséa
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I1. Liite: Konnektiivien ominaisuudet

Yksipaikkainen konnektiivi * on idempotentti, jos *pg < po, ja refleksiivinen, jos *pg on

aina tosi. Kaksipaikkainen konnektiivi » on. ..

e idempotentti, jos pg * pog < po

o vaihdannainen'®

e liitdnnéinen, jos

, JOos po *p1 < p1 *po

po * (p1 * p2) <

o refleksiivinen, jos pg * pg on aina tosi

o transitiivinen, jos (pg * p1) A
o yhtenéinen, jos (pg * p1) v

o vahvasti yhtendinen, jos (pg * p1) v

.. kaikilla totuusjakaumilla v(pg), v(p1), v(p

(po * p1) * P2

(p1 *p2) = Po * P2

(p1 * po) on aina tosi, kun pg # py

(p1 * po) on aina tosi

2). Taulukossa 1 on koottu néiden relaatioi-
den paikkaansapitavyys kullekin konnektiiville.

Konnektiivi ‘ idempot. vaihdann. liit. refl. trans. yht. vahvasti yht.
negaatio - -

konjunktio v v v - v - -
disjunktio v v v - - v -
implikaatio - 17 - v v v v
konv. implikaatio - - - v v v v
ekvivalenssi - v v v v - -
poissulkeva disjunktio - v v - - v -
Shefferin viiva - v - - - v -
Peircen nuoli - v - - v - -
abjunktio / epaimpl. - - - - v v -
konv. epaimplikaatio - - - - v v -

Taulukko 1: Konnektiiveja koskevat relaatio-ominaisuudet.

Taulukossa 2 on koottu kaksipaikkaisten konnektiivien osittelulait. Osittelut luetaan
rivi sarakkeen suhteen, esimerkiksi jos rivilli on — ja sarakkeessa v, solu tarkoittaa

implikaation osittelua

disjunktion suhteen.

16

samalla my0s symmetrinen

17kts. kuitenkin permutaatiolaki, s. 21
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osittelu

A \V — «— <> <> T l —> <
Ao e - - - e - - e @
v |e e e @ @ - - - - -
- | ¢ € ¢ ¢ - - - - -
- N T T I
<> - - - - - - - - - -
<> - - - - - - - - - -
- I R T T
« € € - - - ¢ - - C

Taulukko 2: Konnektiiveille patevéit osittelulait.

¢ tarkoittaa ettd osittelu pétee vain vasemmalta.

D tarkoittaa etté osittelu pétee vain oikealta.

@ tarkoittaa, ettéd osittelu patee kumpaankin suuntaan.
Konnektiivisymbolien merkitykset on listattu liitteessa I.

37



Hakemisto

A

absorptio .............. 11

assosiatiivisuus ........ 22

B

bikonditionaali ......... 2

Boolen algebra ........ 15

D

De Morgan ............ 15

destruktiivinen dilemma
13

dilemma, destruktiivinen
13

dilemma, konstruktiivinen
13

disjunktio .............. 2

disjunktion syllogismi . 10

distributiivisuus ....... 24

E

ekvivalenssi ............ 2

eliminaatio ............. 3

ex contradictione sequitur
quodlibet ..... 5

ex falso quodlibet ...... 5

H

hypoteettinen syllogismi
11

I

idempotenssi .......... 19

idempotenssi, disjunktion
19

idempotenssi, konjunktion
19

implikaatio ............. 1

implikaation totaalisuus
31

J

johtopdédtds ............ 1

K

kaksoiskonditionaali ....2
kaksoisnegaation
eliminointi ....5
kaksoisnegaation tuonti .8
kielletyn kolmannen laki

32
kielletyn ristiriidan laki 34
kommutatiivisuus ..... 20
konjunktio ............. 1
konnektiivi ............. 1
konstruktiivinen dilemma
13
L
liitdnnaisyys .......... 22
liitdnnaisyys, disjunktion
22
liitdnnaisyys,

ekvivalenssin . 23
liitdnnaisyys, konjunktion

22

M

materiaalinen implikaatio
12

modus ponendo ponens .3
modus ponendo tollens .9
modus ponens .......... 3
modus tollendo ponens 10
modus tollendo tollens ..9

modus tollens .......... 9
muuttuja ............... 1
N
negaatio ................ 2
O
osittelulaki ............ 24
P
permutaatiolaki ....... 21

38

premissi ...l 1

principium exclusi
contradictionis
34

principium exclusi terti 32

propositio .............. 1

padkonnektiivi ......... 1

R

reductio ad absurdum ..5

refleksiivisyys ......... 31

resoluutio ............. 13

rajahdyksen periaate ...5

S
seurauksen kielto ....... 9
SEUTAUS v vovevneennnnnn 1
symmetrisyys ......... 36
T
tautologia ............. 31
totaalisuus ............ 31
transitiivisuus ......... 36
transpositio ............ 9
tuonti .................. 2
\%
vahvasti yhtenédisyys ...31
vaihdannaisuus ........ 20
vaihdannaisuus,
disjunktion ...20
vaihdannaisuus,
ekvivalenssin .20
vaihdannaisuus,
implikaation .21
vaihdannaisuus,
konjunktion ..20
Y
yhtendisyys ........... 31



Viitteet

[Lem92] Edward J. Lemmon. Beginning logic. Chapman & Hall, 1992.
[SV92]  Hannele Salminen ja Jouko Vaanénen. Johdatus Logiikkaan. Gaudeamus, 1992.

[RK13]  Kenneth H. Rosen ja Kamala Krithivasan. Discrete mathematics and its applica-
tions. McGraw-Hill, 2013.

39



